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Аннотация. Доказано, что группа ручных автоморфизмов алгебры дифференци-
альных многочленов k{x, y} над полем k характеристики 0 от двух переменных x, y
сm коммутирующими дифференцированиями δ1, . . . , δm является свободным произ-
ведением с объединением. Построен пример дикого автоморфизма алгебры k{x, y}
в случае m ≥ 2.
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1. Введение
Хорошо известно [1, 2, 3, 4], что автоморфизмы алгебры многочленов k[x, y] и
свободной ассоциативной алгебры k 〈x, y〉 от двух переменных над произвольным
полем k являются ручными. Более того [3, 4], группы автоморфизмов алгебр k[x, y]
и k 〈x, y〉 изоморфны, т.е.
Autkk[x, y] ∼= Autkk 〈x, y〉 .
Известно также, что автоморфизмы двупорожденных свободных алгебр Пуассона
над полями нулевой характеристики [5] и автоморфизмы двупорожденных свобод-
ных правосимметричных алгебр над произвольными полями [6] являются ручными.
П. Кон [7] доказал, что автоморфизмы свободных алгебр Ли конечного ранга являют-
ся ручными. Аналог этой теоремы верен для свободных алгебр любого однородного
шрайерового многообразия алгебр [8]. Напомним, что шрайеровыми являются мно-
гообразия всех неассоциативных алгебр [9], коммутативных и антикоммутативных
алгебр [10], алгебр Ли [11, 12] и супералгебр Ли [13, 14].
Группы автоморфизмов алгебр многочленов [15, 16, 17] и свободных ассоциатив-
ных алгебр [18, 19] от трех переменных над полем нулевой характеристики не могут
быть порождены всеми элементарными автоморфизмами, т.е. существуют дикие ав-
томорфизмы. У.У. Умирбаевым было доказано [18, 19], что автоморфизм Аника
δ = (x+ z(xz − zy), y + (xz − zy)z, z)
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свободной ассоциативной алгебры k 〈x, y, z〉 над полем характеристики 0 является
диким.
Основные понятия дифференциальных алгебр можно найти в работах [20, 21, 22].
Мы будем рассматривать дифференциальные алгебры с множеством коммутирую-
щих дифференцирований ∆ = {δ1, δ2, . . . , δm}. Пусть k – дифференциальное поле
характеристики 0 и k{x, y} – алгебра дифференциальных многочленов над k от двух
переменных x, y. Если |∆| = 0, то k{x, y} становится обычной алгеброй многочленов
k[x, y] над полем k. В работах В. ван дер Калка [2] и М. Нагаты [23] доказано, что
группа Aut(k[x, y]) представляется в виде амальгамированного свободного произве-
дения
Aut(k[x, y]) = A ∗C B,
где A – подгруппа аффинных автоморфизмов, B – подгруппа треугольных автомор-
физмов и C = A ∩B.
В настоящей работе доказывается, что группа ручных автоморфизмов алгебры
k{x, y} допускает аналогичную структуру амальгамированного свободного произве-
дения для любого множества дифференцирований ∆. Кроме того, используя эту
структуру, дается пример дикого автоморфизма алгебры k{x, y} при |∆| ≥ 2. Этот
пример является аналогом известного автоморфизма Аника [24, стр. 398].
Таким образом, автоморфизмы алгебры k{x, y} являются ручными при |∆| = 0 и
k{x, y} имеет дикие автоморфизмы при |∆| ≥ 2. Вопрос о ручных и диких автомор-
физмах алгебры k{x, y} остается открытым при |∆| = 1.
Статья организована следующим образом. В разделе 2 приведены необходимые
определения и сформулированы некоторые известные утверждения. Раздел 3 посвя-
щен представлению группы ручных автоморфизмов алгебры k{x, y} в виде амаль-
гамированного свободного произведения. В разделе 4 доказывается сократимость
любого не аффинного ручного автоморфизма алгебры k{x, y}. В разделе 5 дается
пример дикого автоморфизма.
2. Определения и предварительные факты
Пусть R – произвольное коммутативное кольцо с единицей. Отображение d : R→
R называется дифференцированием, если для всех s, t ∈ R выполняются условия
d(s+ t) = d(s) + d(t),
d(st) = d(s)t+ sd(t).
Пусть ∆ = {δ1, . . . , δm} – основное множество дифференциальных операторов.
Кольцо R называется дифференциальным кольцом или ∆-кольцом, если δ1, . . . , δm
являются коммутирующими дифференцированиями кольца R, т.е. δi : R → R –
дифференцирования и δiδj = δjδi для всех i, j.
Пусть Θ – свободный коммутативный моноид на множестве дифференциальных
операторов ∆ = {δ1, . . . , δm}. Элементы
θ = δi11 . . . δ
im
m
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моноида Θ называются производными операторами. Порядком θ называется число
|θ| = i1 + . . .+ im. Положим также γ(θ) = (i1, . . . , im) ∈ Z
m
+ , где Z+ – множество всех
неотрицательных целых чисел.
Пусть R – произвольное дифференциальное кольцо и пусть X = {x1, . . . , xn} –
множество символов. Рассмотрим множество символов XΘ = {xθi |1 ≤ i ≤ n, θ ∈ Θ} и
алгебру многочленов R[XΘ] на множестве символов XΘ. Полагая
δi(x
θ
j) = x
θδi
j
для всех 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, θ ∈ Θ, превратим алгебру R[XΘ] в дифференциальную
алгебру. Дифференциальная алгебра R[XΘ] обозначается через R{X} и называется
алгеброй дифференциальных многочленов над R от множества переменных X [20].
Пусть M – свободный коммутативный моноид от множества переменных xθi , где
1 ≤ i ≤ n и θ ∈ Θ. Элементы M называются мономами алгебры R{x1, x2, . . . , xn}.
Любой элемент a ∈ R{x1, x2, . . . , xn} однозначно записывается в виде
a =
∑
m∈M
rmm
с конечным числом ненулевых rm ∈ R.
Для любого xθi ∈ X
Θ положим α(xθi ) = (εi, γ(θ)) ∈ Z
n+m
+ , где ε1, . . . , εn – стан-
дартный базис Zn+. Если m = a1 . . . as ∈ M , где a1, . . . , as ∈ X
Θ, то положим
α(m) = α(a1) + . . . + α(as). Тогда α(m) является вектором полилинейной степе-
ни монома m относительно переменных x1, . . . , xn и дифференциальных операторов
δ1, . . . , δm. Сумму компонент вектора α(m) назовем степенью монома m и обозначим
через deg(m).
Более того, для любого w ∈ Zn+m можно определить w-степенную функция degw
как degw(m) = w · α(m), где · означает обычное скалярное произведение. Ясно, что
degw совпадает с deg если все компоненты w равны 1. Если первые n компоненты
w равны 1 и остальные равны 0, то degw является общей степенью по переменным
x1, . . . , xn. Таким образом, любое w ∈ Z
n+m определяет градуировку
C =
⊕
i∈Z
Ci
алгебры C = R{x1, x2, . . . , xn}, где Ci является R-оболочкой мономов w-степени i.
Каждый ненулевой элемент c ∈ C однозначно представляется в виде
c = ci1 + ci2 + . . .+ cis , i1 < i2 < . . . < is, 0 6= cij ∈ Cij .
Элемент cis называется старшей однородной частью элемента c по отношению к w-
степени degw. Через c будем обозначать старшую однородную часть c по отношению
к функции степени deg.
Пусть k – произвольное дифференциальное поле характеристики 0 и B = k{X} =
k{x1, . . . , xn} – алгебра дифференциальных многочленов над полем k от множества
переменных X. Для любых 0 6= f, g ∈ B, имеем
α(fg) = α(f) + α(g), deg(fg) = deg(f) + deg(g), fg = fg.
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Элемент f ∈ B называется дифференциально-алгебраическим над k, если най-
дется ненулевой элемент g ∈ k{z} такой, что g(f) = 0. Иначе f ∈ B называ-
ется дифференциально-трансцендентным над k. Элементы f1, f2, . . . , fs ∈ B на-
зываются дифференциально-алгебраически зависимыми над k, если найдется нену-
левой элемент g ∈ k{z1, . . . , zs} такой, что g(f1, f2, . . . , fs) = 0. Если f1, f2, . . . , fs
– дифференциально-алгебраически независимы, то гомоморфизм k{z1, . . . , zs} →
k{f1, . . . , fs} определенный правилом zi 7→ fi является изоморфизмом.
Лемма 1. Любой элемент алгебры B = k{x1, . . . , xn} не принадлежащий полю k
является дифференциально-трансцендентным над k.
Доказательство. Утверждение леммы является несложным следствием известных
теорем о дифференциальной степени трансцендентности [20, Глава 2]. Мы здесь пред-
лагаем прямое доказательство, используя обычную алгебраическую зависимость эле-
ментов.
Для любых u, v ∈ XΘ положим u < v, если deg(u) < deg(v) или deg(u) = deg(v) и
α(u) < α(v) относительно лексикографического порядка в Zn+m+ .
Пусть 0 6= f ∈ B. Пусть u – наибольший элемент из XΘ, который присутствует
в записи f . Такой элемент u называется лидером f относительно заданного порядка
≤ на XΘ [20, Глава 1]. Легко понять, что лидером элемента f θ является uθ, т.е. uΘ
является множеством лидеров множества элементов fΘ.
Положим W = XΘ \ uΘ. Тогда множество всех элементов uΘ является алгебраи-
чески независимым над k[W ], так как uΘ и W определяет разбиение множества XΘ,
которое алгебраически независимо над k.
Отметим, что f является дифференциально-алгебраическим над k тогда и только
тогда, когда множество элементов fΘ – алгебраически зависимо над k. Любая ал-
гебраическая зависимость элементов fΘ над k ведет к алгебраической зависимости
uΘ над k[W ], что невозможно. ✷
Если f1, f2, . . . , fr ∈ B, то через k{f1, f2, . . . , fr} будем обозначать подалгебру
B порожденную элементами f1, f2, . . . , fr. Отметим, что такая запись не означа-
ет дифференциальную-алгебраическую независимость элементов f1, f2, . . . , fr, т.е.
k{f1, f2, . . . , fr} не обязательно изоморфна алгебре дифференциальных многочленов.
Аналогичная запись часто используется для обозначения подалгебр алгебр многочле-
нов в аффинной алгебраической геометрии. Утверждение следующей леммы верно
для любых однородных свободных алгебр (см. например [25]).
Лемма 2. Пусть f1, f2, . . . , fr ∈ B и u ∈ k{f1, f2, . . . , fr}. Тогда если f1, f2, . . . , fr –
дифференциально-алгебраически независимы, то u ∈ k{f1, f2, . . . , fr}.
Доказательство. Пусть u = u(z1, . . . , zr) ∈ k{z1, . . . , zr} и пусть также deg(fi) =
ni, где 1 ≤ i ≤ r. Положим w = (n1, n2, . . . , nr, 1, . . . , 1) и рассмотрим в алгебре
k{z1, . . . , zr} функцию степени degw. Тогда u = u
′ + u˜, где u˜ – старшая однородная
часть u относительно degw и degw(u
′) < degw(u˜). Пусть degw(u) = k. Заметим, что
fi = f
′
i + fi для всех i. Тогда
u(f1, . . . , fr) = u
′(f1, . . . , fr) + u˜(f1, . . . , fr) = w
′ + u˜(f1, f2, . . . , fr),
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где deg(w′) < k. Так как f1, f2, . . . , fr – дифференциально-алгебраически независимы,
то u˜(f1, f2, . . . , fr) не равен нулю и имеет степень k в силу выбора w. Следовательно,
u = u˜(f1, f2, . . . , fr) ∈ k{f1, f2, . . . , fr}. ✷
Следствие 1. Пусть 0 6= f ∈ B. Если a ∈ k{f}, то a ∈ k{f}.
Доказательство. Непосредственно вытекает из лемм 1 и 2. ✷
3. Амальгамированное свободное произведение
Пусть A = k{x, y} – алгебра дифференциальных многочленов от двух переменных
x, y и пусть Aut(A) – группа автоморфизмов алгебры A.
Через ϕ = (f1, f2) обозначим автоморфизм алгебры A такой, что ϕ(x) = f1, ϕ(y) =
f2. Автоморфизмы вида
σ(1, a, f) = (ax+ f(y), y),
σ(2, a, g) = (x, ay + g(x)),
где 0 6= a ∈ k, f(y) ∈ k{y}, g(x) ∈ k{x}, называются элементарными. Подгруппа
T (A) группы Aut(A), порожденная всеми элементарными автоморфизмами, назы-
вается подгруппой ручных автоморфизмов. Не ручные автоморфизмы называются
дикими.
Для автоморфизма θ = (f1, f2) ∈ Aut(A) определим степень, полагая
deg(θ) = deg(f1) + deg(f2).
Если
θ = (f1, f2), ϕ = (g1, g2),
то произведение в Aut(A) определяется следующей формулой:
θ ◦ ϕ = (g1(f1, f2), g2(f1, f2)).
Пусть Af2(A) – группа аффинных автоморфизмов алгебры A, т.е. группа авто-
морфизмов вида (a1x + b1y + c1, a2x + b2y + c2), где ai, bi, ci ∈ k, a1b2 6= a2b1, Tr2(A)
– группа треугольных автоморфизмов алгебры A, т.е. группа автоморфизмов вида
(ax+ f(y), by + c), где 0 6= a, b ∈ k, c ∈ k, f(y) ∈ k{y}, и пусть C = Af2(A) ∩ Tr2(A).
Пусть G – произвольная группа, G0, G1, G2 – подгруппы группы G, причем G0 =
G1 ∩G2. Группа G называется свободным произведением подгрупп G1 и G2 с объеди-
ненной подгруппой G0 и обозначается G = G1 ∗G0 G2, если
(a) G порождается подгруппами G1 и G2;
(b) Определяющие соотношения группы G состоят только из определяющих со-
отношений подгрупп G1 и G2.
Если S1 – система левых представителей G1 по G0, S2 – система левых представи-
телей G2 по G0, то группа G является свободным произведением подгрупп G1 и G2 с
объединенной подгруппой G0 (см. например [26]) в том и только в том случае, когда
каждый g ∈ G однозначно представляется в виде
g = g1 . . . gkc,
где gi ∈ S1 ∪ S2, i = 1, . . . , k, gi, gi+1 одновременно не принадлежат S1 или S2, c ∈ G0.
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Запись hi(y) в доказательствах следующих нескольких лемм означает, что hi(y) ∈
k{y} – однородный дифференциальный многочлен степени i по отношению к функ-
ции степени deg от одной переменной y. Ясно, что h0(y) ∈ k.
Лемма 3. a) Система элементов
A0 = {id = (x, y), γ = (y, x+ ay)|a ∈ k}
является системой представителей левых смежных классов Af2(A) по подгруппе
C.
b) Система элементов
B0 = {β = (x+ q(y), y)|q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y)}
является системой представителей левых смежных классов Tr2(A) по подгруппе
C.
Доказательство. Проверим условие a). Пусть l ∈ Af2(A). Мы должны показать,
что для любого l найдутся γ ∈ A0, η ∈ C такие, что l = γ ◦ η.
Если l = (a1x + b1y + c1, a2x + b2y + c2), где a2 6= 0, то положим γ = (y, x +
b2
a2
y),
η = ((b1 −
a1b2
a2
)x+ a1y + c1, a2y + c2). Тогда l представляется в виде
l = (y, x+
b2
a2
y) ◦ ((b1 −
a1b2
a2
)x+ a1y + c1, a2y + c2) = γ ◦ η.
Если a2 = 0, то γ = id, η = l, т.е. l = id ◦ l.
Допустим γ1 = (y, x+ a1y), γ2 = (y, x+ a2y) и γ1C = γ2C, тогда
γ−11 ◦ γ2 = (−a1x+ y, x) ◦ (y, x+ a2y) = (x, (−a1 + a2)x+ y).
Отсюда следует, что γ−11 ◦γ2 ∈ C тогда и только тогда, когда a1 = a2. Следовательно,
γ1 = γ2.
Теперь проверим условие b). Пусть ψ = (ax+h(y), by+c) ∈ Tr2(A) и h(y) = hn(y)+
. . .+ h1(y) + h0(y). Мы должны показать, что для любого ψ найдутся β ∈ B0, µ ∈ C
такие, что ψ = β ◦ µ. Положим β = (x + q(y), y), µ = (ax+ h1(y) + h0(y), by + c), где
q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y). Тогда ψ представляется в виде
ψ = (x+
1
a
q(y), y) ◦ (ax+ h1(y) + h0(y), by + c) = β ◦ µ.
Допустим, β1 = (x+ q(y), y), β2 = (x+ q
(1)(y), y) и β1C = β2C. Тогда имеем
β−11 ◦ β2 = (x− q(y), y) ◦ (x+ q
(1)(y), y) = (x− q(y) + q(1)(y), y).
Отсюда следует, что β−11 ◦ β2 ∈ C тогда и только тогда, когда q(y) = q
(1)(y). Следо-
вательно, β1 = β2. ✷
Лемма 4. Пусть A0, B0 – множества, определенные в лемме 3. Тогда любой ручной
автоморфизм ϕ алгебры A разлагается в произведение вида
ϕ = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ,(1)
где γi ∈ A0, γ2, . . . , γk 6= id, βi ∈ B0, β1, . . . , βk 6= id, λ ∈ C.
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Доказательство. Очевидно, что
(ax+ h(y), y) = (x+
1
a
q(y), y) ◦ (ax+ h1(y) + h0(y), y),
где h(y) = hn(y) + . . .+ h2(y) + h1(y) + h0(y), q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y),
(x, by + h(1)(x)) = (y, x) ◦ (x+
1
b
q(1)(y), y) ◦ (y, bx+ h
(1)
1 (y) + h
(1)
0 (y)),
где h(1)(y) = h
(1)
m (y)+ . . .+ h
(1)
2 (y)+ h
(1)
1 (y)+ h
(1)
0 (y), q
(1)(y) = h
(1)
m (y)+ . . .+ h
(1)
2 (y), т.е.
любой элементарный автоморфизм имеет вид
l1 ◦ β ◦ l2,
где β ∈ B0, l1, l2 ∈ Af2(A).
Любой ручной автоморфизм ϕ представляется в виде композиции элементарных
автоморфизмов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, т.е.
ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕn.
Следовательно, имеем
ϕ = l1 ◦ β1 ◦ l2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1,(2)
где βi ∈ B0, li ∈ Af2(A).
Докажем индукцией по n, что ϕ представляется в виде произведения (1), с k ≤ n.
Согласно лемме 3 автоморфизм l1 записывается в виде γ1 ◦λ1, где γ1 ∈ A0, λ1 ∈ C.
Тогда
l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1.
Пусть λ1 = (ax+ by + c, b1y + c1), β1 = (x+ q(y), y). Тогда
λ1 ◦ β1 ◦ λ
−1
1 = (x+
1
a
q(b1y + c1), y).
Через q<2(b1y+c1) обозначим линейную часть дифференциального многочлена q(b1y+
c1). Пусть λ = (x−
1
a
q<2(b1y+c1), y). Ясно, что λ ∈ C и λ
−1
1 ◦λ ∈ C. Обозначим λ
−1
1 ◦λ
через λ−12 . Тогда
l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1 = γ1 ◦ β
′
1 ◦ λ2,
где β ′1 = λ1 ◦ β1 ◦ λ
−1
2 = (x+
1
a
q(b1y + c1)−
1
a
q<2(b1y + c1), y) ∈ B0. Имеем
ϕ = γ1 ◦ β
′
1 ◦ (λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1.
По индуктивному предположению, произведение
(λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1
записывается в виде
γ2 ◦ β
′
2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β
′
k ◦ γk+1 ◦ λ, k ≤ n.
Следовательно,
ϕ = γ1 ◦ β
′
1 ◦ γ2 ◦ β
′
2 ◦ . . . ◦ γk ◦ β
′
k ◦ γk+1 ◦ λ.
Если γ2 6= id, то полученное представление имеет вид (1). Теперь рассмотрим случай
когда γ2 = id. Так как β
′
1 ◦ β
′
2 = β
′′
2 ∈ B0, то
ϕ = γ1 ◦ β
′
1 ◦ β
′
2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β
′
k ◦ γk+1 ◦ λ = γ1 ◦ β
′′
2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β
′
k ◦ γk+1 ◦ λ.
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Поскольку k − 1 < n, то по индуктивному предположению ϕ записывается в виде
(1). ✷
Лемма 5. Пусть ϕ = (f1, f2) – автоморфизм алгебры A, представимый в виде
произведения
ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk,
где id 6= γi ∈ A0, id 6= βi ∈ B0 для всех i. Если βi = (x+ qi(y), y), deg(qi(y)) = ni и si
– степень qi(y) по переменной y для всех 1 ≤ i ≤ k, то
deg(f1) = nk + (nk−1 − 1)sk + . . .+ (n1 − 1)sksk−1 . . . s2,
deg(f2) = nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2, если k > 1
и
deg(f2) = 1, если k = 1.
Доказательство. Утверждение леммы докажем индукцией по k. Если k = 1, то
ϕ = β1 и
deg(f1) = deg(q1(y)) = n1,
deg(f2) = 1.
Предположим, что утверждение леммы выполняется для k − 1. Положим,
ϕ1 = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk−1 ◦ βk−1 = (g1, g2).
По индуктивному предположению, имеем
deg(g1) = nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2,
deg(g2) = nk−2 + (nk−3 − 1)sk−2 + . . .+ (n1 − 1)sk−2sk−3 . . . s2.
Тогда
ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = ϕ1 ◦ γk ◦ βk = (g1, g2) ◦ γk ◦ βk.
Применяя γk = (y, x+ ay) к (g1, g2), получим
(u1, u2) = (g1, g2) ◦ γk = (g2, g1 + ag2).
Тогда
deg(u1) = deg(g2) = nk−2 + (nk−3 − 1)sk−2 + . . .+ (n1 − 1)sk−2sk−3 . . . s2,
deg(u2) = max{deg(g1), deg(g2)}
= nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2.
Далее,
ϕ = (f1, f2) = (u1, u2) ◦ βk = (u1, u2) ◦ (x+ qk(y), y) = (u1 + qk(u2), u2).
Следовательно,
deg(f1) = max{deg(u1), deg(qk(u2))},
deg(f2) = deg(u2).
Напомним, что deg(qk) = nk и
deg(u2) = nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2.
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Заметим, что
qk(u2) = q˜k(u2),
где q˜k – старшая однородная часть qk относительно degw, w = (t, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m
) и t =
deg(u2). Тогда
deg(qk(u2)) = deg(qk(u2)) = deg(q˜k(u2)) = degw(qk) = (t, 1, 1, . . . , 1) · α(qk)
= deg(qk) + (t− 1)sk = nk + (nk−1− 1)sk + (nk−2− 1)sksk−1 + . . .+ (n1 − 1)sksk−1 . . . s2.
Следовательно,
deg(f1) = nk + (nk−1 − 1)sk + . . .+ (n1 − 1)sksk−1 . . . s2,
deg(f2) = nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2.
Что и требовалось доказать. ✷
Лемма 6. Разложение (1) автоморфизма ϕ из леммы 4 является однозначным.
Доказательство. Достаточно показать, что
γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ 6= id,
при k ≥ 1, γi ∈ A0, γ2, . . . , γk 6= id, βi ∈ B0, β1, . . . , βk 6= id, λ ∈ C.
Докажем от противного. Допустим
γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ = id.
Тогда
β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = γ
−1
1 ◦ λ
−1 ◦ γ−1k+1.(3)
Согласно лемме 5 автоморфизм
ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk
имеет степень
deg(ϕ) = deg(f1) + deg(f2) = nk + (nk−1 − 1)sk + . . .+ (n1 − 1)sksk−1 . . . s2
+nk−1 + (nk−2 − 1)sk−1 + . . .+ (n1 − 1)sk−1sk−2 . . . s2.
Правую часть равенства (3) обозначим через ρ, т.е.
ρ = γ−11 ◦ λ
−1 ◦ γ−1k+1.
Ясно, что ρ ∈ Af2(A) и deg(ρ) = 2. Следовательно, deg(ϕ) 6= deg(ρ), что противоречит
равенству (3). ✷
Теорема 1. Группа ручных автоморфизмов алгебры A = k{x, y} является свобод-
ным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(A) и треугольных ав-
томорфизмов Tr2(A) с объединенной подгруппой C = Af2(A) ∩ Tr2(A), т.е.
T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).
Доказательство. Так как A0 и B0 – системы левых смежных классов Af2(A) и
Tr2(A) по подгруппе C, то по лемме 4 и по лемме 6 любой ручной автоморфизм
однозначно представляется в виде (1). Согласно [26],
T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A). ✷
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4. Сократимость ручных автоморфизмов
Напомним, что f – старшая однородная часть f по отношению к функции степени
deg и степень автоморфизма θ = (f1, f2) определяется следующим способом:
deg(θ) = deg(f1) + deg(f2).
Преобразование (f1, f2), которое заменяет только один элемент fi (i = 1, 2) на
элемент вида αfi + g, где 0 6= α ∈ k, g ∈ k{fj|j 6= i}, называется элементарным.
Запись θ → ϕ означает, что ϕ получается из θ с помощью одного элементарного
преобразования. Автоморфизм θ называется элементарно сократимым, если суще-
ствует автоморфизм ϕ такой, что θ→ ϕ и deg(ϕ) < deg(θ).
Лемма 7. Пусть θ = (f1, f2) – не аффинный ручной автоморфизм алгебры A =
k{x, y}. Если f1 и f2 – линейно зависимы, то автоморфизм pi является элементарно
сократимым.
Доказательство. Пусть f1 = γf2. Рассмотрим элементарное преобразование
θ = (f1, f2) → (f1 − γf2, f2) = σ,
где γ ∈ k∗. Имеем deg(f1) > deg(f1 − γf2). Отсюда следует, что deg(θ) > deg(σ) и
автоморфизм pi является элементарно сократимым. ✷
Теорема 2. Любой не аффинный ручной автоморфизм алгебры A = k{x, y} явля-
ется элементарно сократимым.
Доказательство. Пусть θ = (f1, f2) – не аффинный ручной автоморфизм алгебры
A. По лемме 4 θ записывается в виде (1). Если γk+1 ◦ λ = id, то
θ = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = (f1, f2).
Положим
τ = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk = (g1, g2).
Если βk = (x+ qk(y), y), то
θ = (g1 + qk(g2), g2).
По лемме 5, имеем
deg(τ) = deg(g1) + deg(g2) < deg(θ) = deg(g1 + qk(g2)) + deg(g2).
Поскольку
θ→ τ,
то автоморфизм θ является элементарно сократимым. Допустим, что
γk+1 ◦ λ = (a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2) 6= id.
Положим
pi = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = (g1 + qk(g2), g2) = (u1, u2).
По лемме 5 deg(u1) > deg(u2).
Следовательно,
θ = pi ◦ γk+1 ◦ λ = (a1u1 + b1u2 + c1, a2u1 + b2u2 + c2) = (f1, f2).
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Если a1, a2 6= 0, то f1 и f2 – линейно зависимы и по лемме 7 автоморфизм θ является
элементарно сократимым.
Если a1 = 0, то f1 = u2 и f2 = u1 = qk(u2). В этом случае автоморфизм θ элемен-
тарно сокращается с помощью автоморфизма ψ = (f1, f2 − qk(f1)).
Случай когда a2 = 0 аналогичен предыдущему. ✷
Следствие 2. Пусть (f1, f2) – не аффинный ручной автоморфизм алгебры A =
k{x, y}. Тогда найдутся i и g ∈ k{fj |j 6= i} такие, что fi = g.
Доказательство. В силу теоремы 2 автоморфизм (f1, f2) является элементарно со-
кратимым. Допустим, что f1 является сократимым элементом этого автоморфизма.
Тогда найдется g ∈ k{f2} такой, что deg(f1 − g(f2)) < deg(f1). Это означает, что
f1 = g(f2). ✷
5. Аналог автоморфизма Аника
Лемма 8. Пусть |∆| ≥ 2. Эндоморфизм δ алгебры A = k{x, y} заданный как
δ(x) = x+ wδ2 , δ(y) = y + wδ1,
где w = xδ1 − yδ2, является автоморфизмом.
Доказательство. Положим
f1 = x+ w
δ2 , f2 = y + w
δ1 .
Покажем, что k{x, y} = k{f1, f2}. Очевидно, что k{f1, f2} ⊆ k{x, y}. Имеем
x = f1 − w
δ2 , y = f2 − w
δ1.
Следовательно,
w = xδ1 − yδ2 = (f1 − w
δ2)
δ1
− (f2 − w
δ1)
δ2
= f δ11 − f
δ2
2 ∈ k{f1, f2}
и
x = f1 − w
δ2 ∈ k{f1, f2}, y = f2 − w
δ1 ∈ k{f1, f2}.
Это означает, что k{x, y} ⊆ k{f1, f2}. Отсюда следует, что δ – сюръективный гомо-
морфизм.
Линейные части f1 и f2 равны x и y, соответственно. Следовательно, f1 и f2
дифференциально-алгебраически независимы. Это показывает инъективность гомо-
морфизма δ. ✷
Теорема 3. Автоморфизм δ алгебры A = k{x, y} является диким.
Доказательство. Имеем f1, f2:
f1 = x+ xδ1δ2 − yδ
2
2 = xδ1δ2 − yδ
2
2 ,
f2 = y + xδ
2
1 − yδ1δ2 = xδ
2
1 − yδ1δ2 .
Имеем deg(xδ
2
1 − yδ1δ2) = 3 и deg(xδ1δ2 − yδ
2
2) = 3. Заметим, что любой однородный
элемент степени 3 алгебры k{xδ1δ2−yδ
2
2} имеет вид a(xδ1δ2−yδ
2
2) для некоторого a ∈ k∗.
Поэтому xδ
2
1 − yδ1δ2 /∈ k{xδ1δ2 − yδ
2
2}, так как xδ
2
1 − yδ1δ2 = a(xδ1δ2 − yδ
2
2) невозможно.
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Аналогично, xδ1δ2 − yδ
2
2 /∈ k{xδ
2
1 − yδ1δ2}.
Следовательно, автоморфизм δ не удовлетворяет утверждению следствия 2, т.е.
является диким. ✷
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